MP - Lycée du Parc des Loges

Séries numeériques

EXERCICE 1 (Questions de cours.)
Donner I’énoncé complet ainsi que la démonstration des résultats suivants.
1. Reégle de d’Alembert.

2. Convergence absolue d’une série exponentielle.

3. Critére des séries alternées.

EXERCICE 2 (Exercice préparé.)
Donner un équivalent losque n — +o0o de

+001
R, = Z:ﬁ.
k=n+1

EXERCICE 3
Etudier la convergence des séries Y u,, suivantes :

n 1 vn
1) up = — 2) up = — Nu, = ———
) u n3+1 ) u n! Ju n? +/n

1 n! In(n™

4)un:nsin(> 5 up,=—a€R 6) u, = (")

n nan n!
EXERCICE 4
a"n!

Soit, pour n > 1 et a > 0, la suite u,, =

nm
1. Etudier la convergence de la série 3 u,, lorsque a # e.

Un+1

2. Lorsque a = e, prouver que, pour n assez grand, > 1. Que dire de la

n
nature de la série > uy, ?

EXERCICE 5
Etudier la nature des séries Y u,, suivantes
sin(n?)

2) 1, — (=1)™In(n) cos(n?m)

L) un = n? n

8) un = nln(n)

EXERCICE 6
Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Montrer que la série de terme général

%zl/nwma

nJo

est convergente.

EXERCICE 7

Soita>0et f:zr— ——.
f a2 + 56‘2
1. Prouver que f est décroissante et donner une primitive de f.

2. En déduire

+oo a

lim —_—
21 12

aANnkZIQ %—k

EXERCICE 8

Soit (x,y) € R? un point du plan. En fonction de la position de (z,y), étudier la

nature de la série de terme général

T
Up =
Yyt +n
EXERCICE 9
Calculer les sommes suivantes :
400 +oo 2 too 3
n+1 n®—2 n
N> — 2) > — 3) >
n=0 n=0 n=0

EXERCICE 10
Soit ), u, une série a termes positifs et o > 0 un réel.
1. On suppose que ) u, converge.

(o3

(a) On suppose que a > 1, prouver que g
(b) Est-ce vraisia < 17

converge.

2. On suppose que ) u, diverge.

[e3%

(a) On suppose que a < 1, prouver que » . u&
(b) Est-ce vraisia > 17

diverge.

EXERCICE 11
Soit (u,) une suite & terme positifs et décroissante.
montrer que u, = o (%) lorsque n — +oo.

n

Si la série ), w, converge,

EXERCICE 12
f(2)
f(z)

Montrer que ), f(n) converge et donner un équivalent lorsque n — 400, de

~+00
Ry= > f(k)

k=n-+1

Soit f : Ry — R* une fonction de classe C! vérifiant limg, o0 = —o0.



