MP - Lycée du Parc des Loges Suites et séries de fonctions

EXERCICE 1 (Questions de cours.) EXERCICE 6 (Fonction zeta)

Donner I’énoncé complet ainsi que la démonstration des résultats suivants. On appelle fonction ¢ de Riemann la fonction de la variable réelle s € R définie par
1. Lien entre convergence normale et convergence uniforme. +oo
2. Continuité en un point de la limite d’une suite de fonction. ((s) = s

=1
3. Dérivabilité de la limite d’une suite de fonction. "
1. Donner le domaine de définition de (, et démontrer qu’elle est strictement

EXERCICE 2 (Exercice préparé.) décroissante sur celui-ci.
Soit f,, : R — R définie par

1 2. Prouver que ( est continue sur son domaine de définition.
fn(@) = (1+22)n 3. Déterminer lims_, 1 oo C(8).
Etudier la convergence simple puis uniforme de (f,) sur R puis sur 4. Montrer que pout entier k¥ > 1 et tout s > 0, on a
k41
I, =] — 00, —a] U [a, +o0 1 </ de o L
(k+1)s = J, x5~ ks

avec a > 0. 1
En déduire que ¢(s) ~ 7 quand s — 17,

EXERCICE 3 (Limite uniforme de polynomes sur R.)

. . . R P 5. Démontrer que ¢ est convexe.
Soit (P,,) une suite de fonctions polynomes définies sur R. On suppose que (P,) que ¢

converge uniformément vers une fonction f: R +— R. EXERCICE 7
1. Prouver qu'il existe N € N tel que pour tout n > N, et pour z € R, On considére la série de fonction
T 1\n
|Po(2) — Py ()] <1 S(z) = ="
r+n
n=1
2. En déduire que, pour tout n € N, a,, = P, — Pn est une fonction constante. )
due, p nen TN 1. Prouver que S est définie sur I =] — 1, +o0].

3. En déduire que la fonction f est une fonction polynome.

Ce résultat est & comparer au théoréme de Weierstrass qui dit que n’importe quelle ' ' _
fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une suite de polynémes. 3. Prouver que S est dérivable sur I, calculer sa dérivée et en déduire que S est
croissante sur /.

2. Prouver que S est continue sur I.

pxEROICE 4 4. Caleuler la limite de S en —1 et
Soit a > 0. On définit la suite de fonctions (f,,) sur [0, 1] par f,(z) = n%"(1 — x). - Caleuler la limite de > en —1 et en +oo.
1. Montrer que la suite (f,) converge simplement. EXERCICE 8

Etudier la convergence simple et la convergence normale de la série de fonction
> fn dans les cas suivants
EXERCICE 5 n 9

. s . P P _ 1 o X o x _ X
Soit (f,) la suite de fonctions définies sur R par f,,(z) = /2% + .. 1. fo(z) = g 2. fu(z) = R 3. fulz) = o

2. A quelle condition sur a a-t-on convergence uniforme ?

1. Démontrer que f,, est de classe C! pour tout n € N.
que f P 1. sur [0, 400, puis [0, 1], puis [0, a] avec a €]0,1].
2. Démontrer que la suite (f,,) converge uniformément vers une fonction qui n’est .

1 2. sur [0, +o0[, puis sur [0, a] avec a > 0.
pas de classe C-.

3. Que montre cet exercice ? 3. sur [0, +ool.



