Lycée Jean-Baptiste COROT Second degré — Cours

Chapitre 1 : second degré

1 Fonctions polynémes du second degré

1.1 Forme développée et forme canonique

Définition 1 (Fonction polynéme du second degré)

Une fonction f définie sur R est appelée fonction polynéme du second degré s’il existe a, b, ¢ € R
des réels avec a # 0 et tels que, pour tout réel x € R, on ait

f(z) = az® 4 bz + c.

Définition 2 (Forme développée et coefficients)

Soit f une fonction polynéme du second degré définie sur R par
f(z) = az® + bz +c,

ol a,b,c € R sont des réels et ot @ # 0. Lorsque la fonction f est écrite sous cette forme, on parle de
forme développée. Les réels a, b, et ¢ sont appelés les coefficients de f.

Exemple 1
Soit f la fonction définie sur R par
f(z) =%+ 2z +1.

La fonction f est une fonction polynéome du second degré, donnée sous forme développée. Ses coef-
ficients a, b, et ¢ valent

a = b= c =

Le graphe de la fonction f est donné ci-dessous.

Exemple 2

Les fonctions suivantes sont-elles des fonctions polyndémes du second degré? Si oui, donner leurs
coefficients a, b, ¢ dans I'expression az? + bz + c.

1. La fonction f; définie sur R par fi(z) = —x? — x + 10.
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La fonction fo définie sur R par fa(z) = 22 + /z — 1.

La fonction f3 définie sur R par f3(z

La fonction f; définie sur R par f4(x

AT el

) 22
() =z +

La fonction f5 définie sur R par f5(z) :E(:L‘ + 1)
(z) = 0.

La fonction fg définie sur R par fg(x

Propriété 1
Soit f une fonction polynéme du second degré définie sur R par

f(2) = ax® 4+ bx +c.
Alors f peut s’écrire sous la forme

f(z) = a(z —a)®+ 5,

etonaa= % et B = f(«). Cette forme s’appelle la forme canonique de f.
a

Démonstration. Soit f la fonction définie sur R par
f(z) = az® + ba +c,

avec a,b,c € R trois réels et a # 0. Comme on a a # 0, on peut écrire, pour tout z € R, que
b c
f(x) :a<x2+x~l—> .
a a
Puis on remarque que les termes 2% + gx forment le début du développement de
b 2
rT+—| =

On peut donc écrire que

puis que

En mettant sur le méme dénominateur, on remarque que
b > n c
2a a

On retrouve alors

b\? —b2 44
flx) —a<x+2a> +a X 41_2 ac
b\?2 —b2 + dac
—a<x+2a> da
=a(z—a)’+8,

. —_bt . _—b2+4ac
oua—Tae ouﬂ—T

fla)=a(a—a)’+B=ax0+p8=p.

. De plus, on a aussi
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Exemple 3
Soit f la fonction définie sur R par
f(x) =2® + 22+ 1.
La forme canonique de f est
fla) = (z+1)%

En effet, on a dans ce cas

a = o= 8=

1.2 Variations et représentation graphique

Propriété 2

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = az? + bz + ¢, de forme canonique f(z) = a(r — a)? + .
Sia>0 Sia<0

x —00 « —+o0 x —00 0] +o0

@ S @

La fonction f est strictement décroissante sur La fonction f est strictement croissante sur | —
| — 00, @, strictement croissante sur [o, +00], et 00, o], strictement décroissante sur [o, +00[, et
f admet comme minimum 3 en a. f admet comme maximum 3 en a.

/)

\/

Définition 3 (Parabole)

La courbe représentative d’une fonction polynéme du second degré est appelée une parabole.

Exemple 4

Reprennons I'exemple de la fonction polynéme du second degré définie sur R par

f(x) = 2%+ 22+ 1.

a=1 b=2 c=1.

On peut donc calculer
puis on retrouve 3 :

On retombe bien sur la forme canonique

f@) = alz — )+ =

— La fonction est strictement décroissante sur
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— La fonction est strictement croissante sur
— Elle admet comme minimum ... en ....

Propriété 3
Soit f une fonction polynéme du second degré définie sur R par sa forme canonique

f(z) = a(z —a) + 5.

Alors f est représentée par une parabole dont le sommet a pour coordonnées (a, f3).

Exemple 5

La fonction définie par f(x) = (x + 1)? de 'exemple précédent admet une parabole dont le sommet
est le point (—1,0).

2 Equations du second degré

2.1 Définitions

Définition 4 (Equation du second degré)
Une équation du second degré a coeflicients réels est une équation de la forme

az? +bxr+c=0,

avec a,b,c € R trois réels et a # 0.

Définition 5 (Racines d’une équation)

Les solutions de 1’équation du second degré az? + bx + ¢ = 0 sont appelées les racines du trindéme
ax?+ bz +c. De la méme maniére, on parle de racine pour le polynéme défini par f(x) = az?®+bx+c

Exemple 6

L’équation 222 — x 4+ 3 = 0 est une équation du second degré avec

a = b: Cc =

Exemple 7

L’équation 22 — 2 = 0 est une équation du second degré avec a = 1,b = 0,¢c = —2. Cette équation
admet deux racines :

L
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@ Remarque

Les racines de 1’équation du second degré ax? + bx + ¢ = 0 correspondent aux abcisses des points
oil la courbe représentative de la fonction f définie par f(z) = ax? + bx + ¢ passe par axe des
abcisses. Ci-dessous 'exemple de 22 — 1 = 0.

Définition 6 (Racine d’une fonction polynéme)

Soit f la fonction polyndéme définie sur R par
f(z) = az® 4 bz + c.
On dit que la valeur x( est une racine de f si

f(z0) = 0.

2.2 Reésolution des équations du second degré dans R

On va maintenant apprendre a résoudre dans R les équations du second degré, c’est-a-dire & trouver
des solutions réelles & nos équations.

Définition 7 (Discriminant)

Le discriminant du trinéme az? + bz + ¢, noté A (delta majuscule), est le nombre

A = b? — dac.

Propriété 4
Soit A = b% — 4ac le discriminant du trinéme az? + bz + c.

— Si A < 0, alors 'équation az? + bz + ¢ = 0 n’a pas de solutions dans R.
— Si A =0, alors I'équation az? + bz + ¢ = 0 a une unique solution

—b

1'0:%.

On dit que z( est racine double du trinéme.
— Si A >0, alors I'équation ax? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions distinctes :
_—b—-VA —b+ VA
—

r1=——"¢et o=
! 2a 2 2

Démonstration. Soit f la fonction polynéme du second degré définie sur R par

f(z) = az® + bz +c.
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On a vu au cours de la démonstration concernant la forme canonique que 1’on pouvait écrire

fo)mafeq L) _Podee_ (, 0) A
YT\ o, 4 "2 4a’

En raisonnant par équivalence, on a ainsi

On peut alors différencier plusieurs cas.

. . ) 2 )
Premier cas : A < 0. Dans ce cas on a % < 0. Mais on a aussi (ac + %) > ( car un carré est
toujours positif ou nul. L’équation n’a donc pas de solution.

Deuxiéme cas : A = 0. Dans ce cas I’équation devient

f(z) =0+ (:c+2ba>2—0

b
> (x—i-):()
2a

L’équation a donc une unique solution, donnée par zg = 5
a

Troisiéme cas : A > 0. Cette fois-ci on a

<:>x+£:—Aoux+£=——A
2a 2a 2 2a

o b VA b VA
2 2 2a 2a

Et on obtient finalement deux solutions distinctes, données par

—b—vVA -b+ VA
= —ctrg= —F——.

= 2a 2 2a

Exemple 8

Considérons I’équation du second degré

2?4+ 22 -3 =0.
Onaicia =1,b = 2,¢c =

—3. On commence par calculer le discriminant de cette équation, on

68
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obtient
A =

On est dans le cas oi A > 0 et on sait qu’on a ainsi deux solutions distinctes :
Tr1 =

et
To =

L’ensemble des solutions de I’équation est donc . =

3 Propriétés d’un trinéme az? + bz + ¢

3.1 Factorisation

Propriété 5 (admise)

Soit f une fonction polynéome du second degré définie sur R par
f(z) = az® + bz + c.

— Si A >0, alors f(x) = a(z — z1)(z — x2) oit x1 et x2 sont les racines de f.

— Si A =0, alors f(x) = a(z — x0)? ol xg est la racine double de f.

— Si A < 0, alors la fonction f ne peut pas s’écrire comme un produit de deux polynémes de
degré 1.

Exemple 9
On a vu précédemment que la fonction f définie par

f(z) =2® +22 -3

avait pour discriminant A = 16 et pour racines x1 = —3 et x2 = 1. Cela signifie que l'on peut aussi
écrire f sous la forme factorisée

fz) =

3.2 Somme et produit de racines

Propriété 6 (admise)

Soit a,b,c € R et soit f une fonction polynéme de degré 2 définie sur R par
f(z) = az® 4+ bx +c,

dont le discriminant est strictement positif. La fonction f a alors deux racines distinctes x1 et z9 et
on a

— c
T1+ox9=—c¢€etx1 X X9 = —.
a a

3.3 Signe d’une fonction polynéme du second degré

Propriété 7 (admise)
Soit f une fonction polynéme du second degré définie sur R par
f(z) = az® 4 ba +c,

de déterminant A.
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— Si A < 0, alors pour tout réel z € R, f(x) est du signe de a.

— Si A =0, alors pour tout réel z # 52, f(x) est du signe de a, et f(52) = 0.
— Si A > 0, alors on a les tableaux de signe suivants.

Sia>0 Sia<0
x —00 1 o 400 x —00 X1 X9 —+00
f(x) + 0 = 0 + f(z) -0 + 0 -

On peut retenir que dans ce cas, f est du signe de a, sauf entre ses racines.

Exemple 10

On peut reprendre la fonction f définie sur R par

f(z) = 2%+ 22— 3.

On a vu que le déterminant de f vaut 16 et que les deux racines de f sont données par 1 = —3 et
z9 = 1. On a ainsi le tableau de signe suivant.
T | —o0 -3 1 +00
f(zx) + 0 - 0 +

Et, en effet, cela concorde avec la représentation graphique de f donnée ci-dessous.
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